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おいて適当なモデルをみるための指標となる（Stoyan and Stoyan, 1996, p. 260）．
他方，ネイマン・スコット点過程の相関域は，一般にはモデルからは直接明示的ではないク



























定義 2.1.（e.g., Stoyan et al., 1995, 5.1節）クラスタ （ー集中型点パターン）の中心がポアソ
ン過程に従うとき，クラスター点過程はポアソンクラスター点過程という．




定義 2.3.（e.g., Stoyan et al., 1995, 5.1節）各点過程 Xi に対してそれらの重ね合わせは，
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事実 2.4. このとき，点過程の重ね合わせの 1次特性量は，各点過程のそれらの和に他なら
ない．
本論文では，以後，重ね合わせを考えるとき，各点過程は独立であると仮定する．









局所的クラスター点過程 Nx,x ∈Φp は representative cluster（Stoyan et al., 1995, 5.3節）とい
われ，以後これを単に N0 であらわす．
定義 2.6.（e.g., Stoyan et al., 1995, 5.3節）強度 µをもつ均質的ポアソンクラスター点過程
{pi}をクラスターの中心とする．各 pi は，N0 =⋃mij=1{pi + xij}を生成する，ここに各mi は，
i.i.d. Pr({Mi =mi })，mi =0,1, . . . に従い，また，各クラスターの点 xij は，クラスターの中心
の周りに等方的に散乱する．クラスターの中心からクラスターの点までの等方的散乱距離は，







は (µ,ν,τ )である（ν :=EMi,∀i）．特に，各miがポアソン分布に従うとき，N0はポアソン過程
に従うという．
事実 2.7.（e.g., Stoyan et al., 1995, 5.3節）クラスターの中心が均質的点過程かつ dispersal
kernelが等方的ならば，ネイマン・スコット点過程は等方均質的であり，その強度 λは µν に
等しい．
注意 2.8. dispersal kernelの極座標表示は，点過程の等方性により，クラスターの中心から
クラスターの点までの距離のみに依存する．
図 1. Tanaka et al.（2008a）による W (= T 2) 内のトーマス点過程のシミュレーション
（(µ,ν,σ)= (50.0,30.0,0.03)）．
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例 2.9.（Thomas, 1949）トーマス点過程（Thomas process）は，クラスター点過程解析におい
て最も多くモデリングされるネイマン・スコット点過程モデルである（cf. 図 1）．対応する N0
はポアソン過程に従い，dispersal kernelは 2次元のガウス分布 N(0,σ2I)で与えられる，ここ










, ∀r≥ 0 .
例 2.10.（Mate´rn, 1960）マタンクラスター点過程（Mate´rn cluster process）は，典型的なネ
イマン・スコット点過程モデルである．対応する N0 はポアソン過程に従い，その各点は，ク






, 0≤∀r≤ ρ ,
0 , ∀r >ρ .
2.2 重ね合わせネイマン・スコット点過程
2 種類の重ね合わせネイマン・スコット点過程は，Stoyan and Stoyan（1996, p. 265）によ
る “pair cluster process”に端を発し，ネイマン・スコット点過程の自然な拡張モデルである．









ネイマン・スコット点過程（superposed Neyman-Scott cluster point process）とよぶ（cf. 図 2）．
これのモデルパラメタは (µi,νi, τi)，i=1, . . . ,kである．
事実 2.12. 定義 2.3において述べたように，重ね合わせネイマン・スコット点過程の強度
図 2. Tanaka et al.（2008a）による W (=T 2) 内の 2 種類の重ね合わせトーマス点過程のシ
ミュレーション（(µ1,µ2, ν1, ν2,σ1,σ2)= (5.0,9.0,30.0,150.0,0.01,0.05)）．







λi :=µiνi, i=1, . . . ,k .(2.3)
3. パルム型強度
パルム分布は，条件付き点過程を定式化した概念である．歴史的には，“telephone traﬃc”





パルム型条件付き強度関数（以後パルム型強度と略称）につき，点過程 X の点 xにおける事
象のパルム確率測度 Prx(A)は，直観的には，x∈X が与えられたとき，i.e., X の点が xにあ
るとき，事象 Aが発生する条件付き確率である．パルム型強度 λo は次のように形式的に記述
される：
定義 3.1.（cf. Ogata and Katsura, 1991, p. 464; Tanaka et al., 2008b, 2.2 節; Tanaka and













ここに U(x)は任意の与えられた点 x∈X を含む十分小さい集合をあらわす．
以下に定義する diﬀerence点過程は，パルム型強度の実現において本質的役割を果たす：
定義 3.2.（cf. Tanaka et al., 2008b, 2.3節）与えられた点過程の各点を oへシフトすること
により得られる点過程 {xj − xi;xi,xj ∈X,xi =xj} を diﬀerence点過程という．いわゆる点過程
の重ね合わせに対する極限定理（cf. Daley and Vere-Jones, 2008, 11.2節, Proposition 11.2.VI.，
Exercise 11.2.4; cf. Ogata and Katsura, 1991, p. 465）をオリジナル点過程（ネイマン・スコット
点過程）に適用すると，それによる diﬀerence点過程が，強度 N(W )λo の等方非均質的ポアソ
ン過程で近似される．換言すると，ネイマン・スコット点過程のパルム型強度が，等方非均質
的ポアソン過程の強度関数で近似されるのである．





注意 3.4. λo の極座標表示は，点過程X の等方性により oから x∈X までの距離 rのみに
依存する：λo(x)=λo(r)．
3.1 クラスター点過程のパルム型強度





, ∀r≥ 0 ,
















































qτ (r1)dr1, ∀r≥ 0 ,
ここに各 ri は，各クラスターの中心から N0 内の点までの距離をあらわす．










, ∀r≥ 0 .












, 0≤∀r≤ 2ρ ,




図 3. （左）マタンクラスター点過程のシミュレーション（(µ,ν,ρ)= (50.0,30.0,0.05)），（中央）
マタンクラスター点過程に対する diﬀerence 点過程の実現，（右）対数スケールによるマ
タンクラスター点過程のパルム型強度（3.4）．
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⎞⎠ , ∀r≥ 0 ,










各 Xi の重ね合わせを考える．このとき，Xi によるそれ自身への重ね合わせ，ならびに Xi





i(r), ∀r≥ 0, i=1, . . . ,k
に等しいことが正当化される．他方，相異なるXi，Xj に対して，Xi によるXj への重ね合わ
せクラスター点過程に対する diﬀerence点過程の強度関数は同様に
(3.7) λiλj , i = j










λiλj , ∀r≥ 0
に等しい．最後に，（3.8）を強度 λ に関して正規化することにより求めるパルム型強度（3.5）を得
る．




















, ∀r≥ 0, σ1 <σ2 ,
ここに
(3.10) a :=λ1/λ
は，モデルパラメタ (µ1,ν1,σ1)をもつトーマス点過程の強度 λ1(= µ1ν1)のその重ね合わせモ
デルの強度 λに対する割合をあらわす．
注意 3.10. 2種類の重ね合わせトーマス点過程は，aに関する線形結合モデル（Type A: Tanaka
et al., 2008a, 2.3節, 2008b, Example 3; mixture Gaussian distributions: Tanaka and Ogata, 2011）
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(3.11) aqσ1(r) + (1− a)qσ2(r), 0<a< 1 ,






















（cf. Stoyan and Stoyan, 1996）．3.2.1節では，重ね合わせネイマン・スコット点過程に対する
その評価を与える．













































=∞⇒λo(0)=∞, 1≤∃i0≤ k .
証明. （3.5）より，ある i0 で λoi0 ならびに λo が，それぞれ，原点において極をもつことは
同値であることが直ちにわかる．従って，λoi0 に対する十分条件が求めるものであり，それは
Tanaka（2011）により，ネイマン・スコット点過程に対応する（3.12）に他ならないことがわかる．
例 3.14. 各 dispersal kernelがパラメタ βiの指数分布：qβi(r)= βi exp(−βir),βi > 0,∀r≥ 0，








定義 3.15.（cf. Illian et al., 2008, p. 220）相関域 ro は次で定義される：
(3.13) ∃ro;λo(r)=λ, ∀r≥ ro > 0 .
注意 3.16. 相関域は，（3.1），（3.13）より，diﬀerence点過程の非均質性と均質性の境界点 ro
を与えている（cf. 図 3（中央・右図））．
事実 3.17. ネイマン・スコット点過程のパルム型強度は単調減少関数である（cf. Illian et al.,
2008, p. 220）．従って，その相関域は一意的である．
例 3.18. トーマス点過程のパルム型強度の相関域は，（3.3）より，ro =∞ で与えられる．










ここに roi は，重ね合わせクラスター点過程を構成する第 i種のクラスター点過程に対応する
相関域である．
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定理 3.21. roを k種の重ね合わせネイマン・スコット点過程のパルム型強度の相関域とす
る．第 i種のネイマン・スコット点過程の dispersal kernel qτi につき，
(1) 一様有界とする，i.e.,




































λiλj , ∀r≥ ro.








fτi(r)≡ 0, ∀r≥ ro, i=1, . . . ,k
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Tanaka et al.（2008b），Tanaka and Ogata（2011）は，（2種類の重ね合わせ）ネイマン・スコッ
ト点過程に対するパラメトリック解析法である疑似尤度：パルム型最尤法（5 節）・最近接接触
距離型最尤法（7 節）を展開し，このモデルのノンパラメトリック解析による先行研究: Cressie











数（cf. Ripley, 1977）を空間の次元で正規化したBesagの L 関数（cf. Besag, 1977, pp. 193–195）に
対する最小二乗法がある（cf. Cressie, 1993, p. 666; Diggle, 1983, p. 74; Stoyan and Stoyan, 1996,
4節）．しかしながら，この推定法では，残差平方和の独立性が期待されない，i.e., 推定値のバ
イアス等への疑念がある（cf. Tanaka et al., 2008b, p. 44）．他方，K 関数の微分により定義さ
れる 2点相関関数（動径分布関数∝ パルム型強度）は，点過程解析においてK ・L 関数より有




（＋最近接接触距離型最尤法））は，これよりもさらに優位な結果をもたらす（cf. Tanaka et al.,







定義 5.1.（e.g., Illian et al., 2008, p. 118）（等方）非均質的ポアソン過程は，均質的ポアソン
過程の自然な一般化であり，次で定義される: N を強度関数 λをもつ非均質的ポアソン過程と
する．






















• f(x1, . . . ,xm)：点過程の各点 xiに対して，対称な，i.e., 各点 xiの順序に依らない location
density，換言すると，W 上のルベーグ測度に関する確率密度
により構成される W の有限点過程を考える（cf. Daley and Vere-Jones, 2003, 5節; Illian et al.,
2008, p. 103; van Lieshout, 2000, 1.4節）．
事実 5.3.（e.g., Illian et al., 2008, p. 103）有限点過程の尤度は，条件N(W )=mのもと，各
U(xi)の点 xiが丁度一つ含まれる確率密度で与えられる．求める尤度は，点の数のランダム性
による Pr({N(W )=m})とその点のすべての順列，i.e., m!を考慮して，これらを乗じた
(5.1) L(θ) :=L(θ;x1, . . . ,xm)= f(x1, . . . ,xm)Pr({N(W )=m})m!
により与えられる．以後，尤度関数の表記につき，（5.1）のように，便宜上確率密度を規定する
モデルパラメタ θは尤度関数 Lのみに反映させる．
ここで，location density f を次で決める：
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ここに rij := ‖xi− xj‖> 0．このとき，対応する最尤推定値であるパルム型最尤推定値は MPLE
という．
注意 5.5. （5.3）のチューニング定数Rは，相関域に対して十分大きくとる必要がある（Tanaka









4節, 5節），Tanaka and Ogata（2011）によると，パルム型強度は，これらのモデルを同定でき
ない．点過程モデル同定問題は，幾何学の分野においても重要な問題の一つであり（e.g., Kac,
1966），例えば，確率幾何学・点過程論のモデル同定問題（Julesz, 1975）がある．Baddeley and
Silverman（1984）は，点過程の 2次特性量の一つである Ripleyの K 関数を扱い，この予想に
否定的結論，i.e., K 関数の同定不能性を与えた結果はよく知られている．















































Tanaka et al.（2008b），Tanaka and Ogata（2011）によれば，Tanaka et al.（2008a）を用いて


























ジ：spatstat（cf. Baddeley and Turner, 2005）は一般的なアルゴリズムを提供し，彼らは一般の
ユーザーも意識して spatstat を論じている．紙数の都合上割愛せざるを得なかった 7節にお
いて扱う最近接接触距離に関する概念につき，特に好著である Baddeley et al.（2007; Spatial
Point Processes and their Applications）が手際よく論じている．
さて，（2.3），（3.10），および 6 節において述べた点過程モデル同定問題の原因により，各 a
（0≤ a≤ 1）を固定すると対応する各 (µi,νi)が決まる．このとき，それに対応する 2種類のトー
マス点過程の点パターンが決まり，これらに対応する aが付随する各球状接触距離分布 Faiお
よび各最近接距離分布 Gaiが決まる．ところで，一般の 2種類の独立な点過程の重ね合わせの
最近接距離分布 Ga は次で与えられる（cf. van Lieshout and Baddeley, 1996, p. 350）：
1−Ga（r）= a{1−Ga1（r）}{1−F1−a2（r）}+（1− a）{1−Fa1（r）}{1−G1−a2（r）} , ∀r≥ 0 .
そこで，aを最尤推定するために，Tanaka and Ogata（2011）は，次の尤度関数を考えた：







logga(rj)−Ga(1/2) , 0≤∀a≤ 1 ,
ここに各 rj は点過程の各点 xj の最近接接触距離をあらわす．（7.1）の右辺の 1/2は注意 5.5に












終える（cf. Tanaka and Ogata, 2011）：
（1） 2種類の重ね合わせトーマス点過程に対して，パルム型最尤法を Tanaka et al.（2008a）
が提供しているソフトウェアにより実行し，各 MPLE を計算する：(λ̂, ĉ1, ĉ2, σ̂1, σ̂2)，ここに
c1 := aν1，c2 := (1− a)ν2．
（2）各 aにつき，それに対応する (µi(a),νi(a),σi), i=1,2が一意的に決まる．
（3）それに対応する 2種類のトーマス点過程を生成し，それらを重ね合わせることにより 2
種類の重ね合わせトーマス点過程を生成する．これの各点に対する最近接接触距離を計算する．















仮定している（Tanaka et al., 2008a, 2008b は，エルゴード性を仮定せずに精度の良い MPLEを
得ている）．さらに，漸近正規性のために，エルゴード性に加え点過程に対して strongly mixing
conditionおよび strong mixing coeﬃcientの減衰オーダーに関する条件を仮定している（これら
一連の仮定は，点過程の最尤推定量の漸近論においてよく見受けられる）．
ところで，Tanaka and Ogata（2011）は，7節において述べたようなアルゴリズムにより NND-
最尤推定値を得ているが，この推定量の漸近論的性質を調べることは自然な問題意識である．
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Maximum Pseudo-likelihood Analyses of Clustering Point Processes and
Some Properties of Palm Intensity
Ushio Tanaka1 and Yosihiko Ogata2
1Rikkyo University
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The Neyman-Scott point process provides clustering models for spatial point pat-
terns. However, their eﬃcient estimation and goodness-of-ﬁt by the maximum likelihood
method have not been implemented. This is because point data have no distinction among
clusters. The authors considered the point process of diﬀerence vectors in the original clus-
tering point coordinates, and represent them by a likelihood function assuming that they
are distributed according to a non-homogeneous Poisson intensity. We call this pseudo-
likelihood Palm-type likelihood. By maximizing the logarithm of the Palm-type likelihood,
we demonstrated the consistency and eﬃciency of the parameter estimation by numerical
experiments. Recently, the maximum Palm-type likelihood method has been supported
by an asymptotic theory of point processes.
The authors have further considered the more general problem for point coordinates
from a mixture of diﬀerent multiple Neyman-Scott point processes, to estimate the pa-
rameters of each. However, in Palm intensity solely, the parameter values of each Neyman-
Scott point process cannot be identiﬁed in this general case. This is because the Palm
intensity is one of the second-order statistics of point processes. Thus, we have solved
the identiﬁcation problem in the Palm-type likelihood function combined with a pseudo-
likelihood for nearest neighbor distance distribution to estimate the parameters of each.
Some theoretical research on the mixed Neyman-Scott point process is also in progress.
Key words: (Superposed) Neyman-Scott point process, Palm intensity, maximum Palm-type likeli-
hood procedure, identiﬁcation problem on point process models, maximum NND-type likelihood proce-
dure.
